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GTPack - ein Mathematica Paket fiir
Gruppentheorie in der Festkorperphysik
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(Max-Planck-Institut fiir Mikrostrukturphysik,
Martin-Luther-Universitit Halle-Wittenberg)

geilhufe@mpi-halle.mpg.de

wolfram.hergert@physik.uni-halle.de

Einleitung

Die Anwendung gruppentheoretischer Algorithmen in
der Festkorperphysik fiihrt oft zu Rechnungen, die sich
leicht automatisieren lassen. Dies ist auf rein numeri-
schen Wege moglich und so teilweise in ab initio Pro-
grammen zur Berechnung der elektronischen Struktur
von Festkorpern integriert [1]. Computeralgebrasysteme
haben den Vorteil, dass sich gruppentheoretische Uber-
legungen mit einer analytischen Behandlung physika-
lischer Modellsysteme verbinden lassen. Die Entwick-
lung von GTPack zielt darauf ab, ein Paket zu program-
mieren, welches insbesondere die Behandlung von Pro-
blemen der Elektronenstruktur von Festkdrpern oder der
Photonik erlaubt. Die Implementierung sollte dabei so-
weit als moglich der in der Physik verwendeten Lite-
ratur und Notation [2, 3, 4] folgen. Der Schwerpunkt
der Entwicklung liegt daher etwas anders als bei groflen
Paketen wie CrystGAP oder CARAT [5, 6]. Da im Rah-
men des Physikstudiums in Halle begleitende Mathema-
tica-Kurse zur theoretischen Physik angeboten werden,
haben wir uns entschieden, Mathematica als Grundlage
von GTPack zu wihlen.

Grundlagen

Im Rahmen der Quantentheorie des Festkorpers ist
es das Ziel, geeignete Approximationen fiir die Lo-
sung der Vielteilchen-Schrodinger-Gleichung zu fin-
den. Im Festkorper wechselwirken ca. 10'3 Elektronen
iiber die Coulombwechselwirkung. Die Schroédinger-
gleichung als Grundgleichung der Quantentheorie kann
fiir ein solches Ensemble weder analytisch noch nume-
risch gelost werden. Nédherungen gestatten es, das Pro-
blem auf die Bewegung eines Elektrons in einem effek-
tiven Potential aller anderen Teilchen zuriickzufiihren.
Das effektive Potential wird dabei wesentlich durch die
Anordnung der Atome im Festkorper bestimmt. Damit
iibertragen sich die Symmetrieeigenschaften des Kris-
talls auf den Losungsraum der effektiven Schrodinger-
gleichung. Physikalische Messgroflen wie Leitfahigkeit
oder Magnetisierung lassen sich aus der Losung berech-
nen.
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Aufgrund der hohen Symmetrie von Kristallen,
stellt die Verwendung gruppentheoretischer Methoden
zum einen eine Vereinfachung des numerischen Auf-
wandes dar (z. B. durch Entwicklung der Losung in
einen Satz symmetrieangepasster Basisfunktionen) zum
anderen erlaubt sie die Vorhersage von bestimmten Ei-
genschaften der Losung (z. B. Entartung von Energieei-
genwerten, d.h. verschiedene quantenmechanische Zu-
stinde gehoren zur gleichen Energie) ohne numerische
Auswertung.

GTPack besitzt einen modularen Aufbau und ist
in verschiedene Pakete untergliedert. Die Basispakete
Basic.m und RepresentationTheory.m umfassen grund-
legende Algorithmen der Gruppen- und Darstellungs-
theorie. Dabei werden alle Ausgaben algorithmisch be-
rechnet, GTPack greift nicht auf Tabellen zuriick. Bei-
spielsweise werden Charaktertafeln nach der Methode
von Burnside berechnet [7], Matrizen irreduzibler Dar-
stellungen konnen nach dem Algorithmus von Flod-
mark und Blokker [8] konstruiert werden oder Clebsch-
Gordan-Koeffizienten nach der Methode von Van den
Broek und Cornwell [9].

Das Paket Install.m enthélt die notigen Module um
Punktgruppen zu generieren. Hierbei ist es wichtig zu
erwihnen, dass alle Gruppenelemente sowohl symbo-
lisch (z. B. Cs, als dreizdhlige Drehung um die z-
Achse), als Matrix, als Quaternion oder als Satz von
Euler-Winkeln dargestellt werden konnen. Je nach An-
wendung konnen Drehmatrizen im R3 oder R?, Spin-
Drehmatrizen aus der Gruppe U(2) (fiir die Verwen-
dung von Doppelgruppen) oder Permutationsmatrizen
gewihlt werden. Generatoren der 32 kristallographi-
schen Punktgruppen sind in GTPack gespeichert und
erleichtern das Installieren einer Punktgruppe.

In Symbols.m werden die Definitionen von Sym-
bolen, zum Beispiel die Bezeichungen der Punktgrup-
pen und Punktgruppenelemente, wie sie in der Phy-
sik iiblich sind, zusammengefasst. Eine Reihe von
Hilfsfunktionen befinden sich in Auxiliary.m. Hier-
bei haben wir unter anderem grundlegende Befehle
der Quaternionen-Algebra eingefiihrt, sowie kartesi-
sche und reelle Darstellungen der Kugelflichenfunk-
tionen implementiert. Die Pakete Lattice.m und Cry-
stalStructure.m stellen Algorithmen zur Bereitstellung
von Strukturinformationen im direkten und reziproken
Raum zur Verfiigung, wie sie unter anderem fiir die Be-



rechnung von elektronischen Bandstrukturen bendotigt
werden. Die Pakete TightBinding.m, ElectronicStruc-
ture.m, Pseudopotential.m sind Anwendungspakete die
sich mit der Diskussion der elektronischen Struktur
von Festkorpern beschiftigen, wihrend Photonics.m die
Untersuchung der Eigenschaften photonischer Kristal-
le gestattet. Die Datensiitze TB_Handbook .parmund
PseudoPotential.parm enthalten Parametersit-
ze, die das Aufstellen von Modellen zur Berechnung der
elektronischen Struktur erleichtern. GTPack.struc
stellt Raumgruppeninformationen bereit. Die Datensiit-
ze konnen nach den Erfordernissen des Nutzers erwei-
tert werden.
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Abbildung 1: Referenzseite zum Befehl
GTlInstallGroup GTPack

GTPack verfiigt iiber ein Hilfesystem, welches in
das Documentation Center von Mathematica integriert
ist. Wesentliche Befehle des Paketes, die Punkt- und
Doppelgruppen sowie alle Elemente der Punkt- und
Doppelgruppen sind von einer Palette abrufbar. Die Re-
ferenzseiten, Leitseiten und Tutorials sind im Mathema-
tica-Stil abgefasst (sieche Abb. 1)

Beispiele

Die Arbeit mit dem Paket soll an zwei einfachen Bei-
spielen erlautert werden. Dabei wird noch einmal deut-
lich, dass alle Befehlsnamen direkten Bezug zur Auf-
gabe haben. Zur Unterscheidung von den Standardbe-
fehlen von Mathematica tragen Befehle des Pakets den
Prifix GT und Optionen den Prifix GO.

Kristallfeldaufspaltung
Abb. 2 zeigt ein Atom in unterschiedlicher kristallo-
graphischer Umgebung. Die oktaedrische Koordination

entspricht einer Situation, wie sie z. B. im Bariumtitanat

(BaTiOg3) auftritt.

Abbildung 2: Ein Zentralatom innerhalb eines
oktaedrischen, kubischen und eines tetraedrischen
Kristallfeldes.

Aufgabe ist es nun festzustellen, wie die Entartung
von Energienivaus des Zentralatoms durch das elek-
trostatische Feld der es umgebenden Atome aufgeho-
ben wird. Dabei beschrinken wir uns auf ein einziges
Elektron und vernachlidssigen Schwingungen der Atome
(zeitunabhingiges Potential). Es sei |:|0 der zum Zen-
tralatom gehorige Hamilton-Operator. Die Schrodinger-
Gleichung des atomaren Problems lautet in diesem Fall

Hovun (7) = Eytbim (7). (1)

Y, 1st die Wellenfunktion des Elektrons im 2[ 4 1-fach
entartetem Energieniveau F; (—! < m < [). Ange-
nommen die Losung von Gleichung (1) sei bekannt, so
konnen wir im Rahmen der linearen Storungstheorle die
Losung fiir den Hamilton-Operator H = Hy + Vi, er-
mitteln. Dabei ist Vi, das Kristallfeldpotential, welches
durch die das Zentralatom umgebenden Atome zustande
kommt.

Das Kiristallfeldpotential ldsst sich in reelle Kugel-
flachenfunktionen S]" entwickeln,
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Aufgrund der Symmetrie des Systems kann Gleichung
(2) stark vereinfacht werden. Angenommen es gibt g
Transformationen 7" einer Gruppe G, welche den Ha-
miltonoperator H= Ho—H/kr invariant lassen. Das heil3t,
nach Anwendung des Projektionsoperators der Einsdar-
stellung I'y auf das Kristallfeldpotential muss gelten
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Da die Kugelflichenfunktion S;" zu bestimmten [ eine
Basis in einem 2!+ 1-dimensionalen Vektorraum bilden,

muss gelten
DI
m/

Wir kénnen somit ein lineares Gleichungssystem fiir die
Koeffizienten Am formulieren,

ZZA’"
Teg m/

Mit Hilfe des Befehls GTCrystalField in GTPack
ist es moglich, dieses Gleichungssystem fiir beliebige
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Symmetrie zu 16sen und das Kristallfeldpotential zu for-
mulieren. Alternativ zur Entwicklung nach reellen Ku-
gelflichenfunktionen, konnen komplexe Kugelflachen-
funktionen verwendet werden, oder das Ergebnis in so-
genannten Operatoridquivalenten [10] ausgedriickt wer-
den.

vCr =
GTCrystalField [Ohgroup, 4, GOHarmonics - "Real"] /.
Y[l , m_] -> GTTesseralHarmonicY [1, m, 6, ¢]

A[0, 0] 1 al4, 0] 21 (3-30Cos[©]%+35Cos[0]*)
- = +tr ’ +
2n 16\
105 (-1 + Cos [0]2)% Cos [4 ¢]
16/

AOO = Table [GTCrystalFieldParameter [0, O,
Rlist[[i]], qlist[[i]1], {i, 1, 3}];

A40 = Table [GTCrystalFieldParameter [4, O,
Rlist[[i]], qlist[[i]1]], {i, 1, 3}];

Die folgende Tabelle beinhaltet die Werte fiir die
Kristallfeldparameter AJ und AjS.

'I‘ableForm[{AOO, A40},
TableHeadings -
{{"a8", "a"}, {"oOktaeder", "Wiirfel",
"Tetraeder"}}]

| Oktaeder Wirfel Tetraeder
A0 121 g 16V g 8 g
0 R R R
I\ 7Vr g 56V g 28V g
4 3RS 2785 27R5
Amat =
Table [
Integrate [Sin[6] GTTesseralHarmonicY [2, m1l, 6, ¢]
vcer GTTesseralHarmonicY [2, m2, 6, ¢],
{, 0, n}, {¢, 0, 27}], {ml, -2, 2}, {m2, -2, 2}];
qr? q
rule:{ - 6Dgfoct], —->e[oct]/6};
R R

Eigenwerte des Oktaeders:

Expand [Eigenvalues [Amat]] /.
A[l_, m_] -> GICrystalFieldParameter [1, m,
Rlist[[1]], qlist[[1]]]
/. rule
{-4Dg[oct] +€e[oct],
-4Dgloct] +e[oct], -4Dg[oct] +€[oct],
6 Dg[oct] + e[oct], 6 Dgloct] + e[oct]}

Abbildung 3: Berechnung der Kristallfeldaufspaltung
mit GTPack.

Die Punktgruppe fiir Oktaeder und Wiirfel in Abb. 2
ist Oy, die Punktgruppe des Tetraeders 7. Das Kristall-
feld hat fiir die Punktgruppen Oy, und Ty die Form

5
Vor = AS5(0,0) + Ajr | S3(0.0) + \ﬁsz*(em

In linearer Niherung kann die Anderung des 2/ + 1-fach
entarteten Energieeigenwerte E(l) iber die Eigenwerte
der Matrix afn, ., berechnet werden,

oy = / 0B 1 (F) Vi bt (). ©
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Abbildung 4: Aufspaltung eines d-Niveaus innerhalb
eines Kristallfeldes mit oktaedrischer, kubischer und
tetraedrischer Symmetrie.

Das Ergebnis fiir d-Elektronen (I = 2) ist in Abb.
4 dargestellt. Dabei haben wir fiir die Berechnung der
Kristallfeldparameter A;" ein einfaches Punktladungs-
modell verwendet, wie es in dem Befehl GTCrystal-
FieldParameters implementiert ist. Die Ladungen der
Atome sind in der Liste glist und deren Positionen
in der Liste R1ist gegeben. Der Ubersichtlichkeit hal-
ber haben wir den Parameter Dg[oct] eingefiihrt [4].

<< GroupTheory"

Ohgroup = GTInstallGroup ["Oh"];

The standard representation has changed to 0(3)

charactertable = GTCharacterTable [Ohgroup,
GOIrepNotation —» "Mulliken"];
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Cy C3
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1
1
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1
2
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1
-1
1
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1
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1
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-1
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1
1
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1

Co Cio
1
3
3
-3
-3
-1
-2
-1
1
2

1
0 0
0 0
0 0
0 0
-1 1
1 -1
-1 1
1 1

-1 -1

N = RN FEWWw W w =

Xxp = GTAngularMomentumChars [charactertable [[1]],
11;

xd = GTAngularMomentumChars [charactertable [[1]],
2];

xf = GTAngularMomentumChars [charactertable [[1]],
31;

GTIrep[xp, charactertable];

T1u

GTIrep[xd, charactertable];

T,,@Eg

GTIrep[xf, charactertable];

Tlu®T2u€BA1u

Abbildung 5: Qualitative Analyse der Aufspaltung von
Energieniveaus in kubischen Kristallfeldern.

Alternativ lisst sich eine qualitative Uberlegung
des Problems anstellen. Nach Installation der Grup-
pe Op mit GTInstallGroup wird die Charaktertafel
mit GTCharacterTable erzeugt und dabei die Be-
zeichnung der irreduziblen Darstellungen nach Mulli-
ken per Option ausgewdhlt. Die Wellenfunktionen des



Zentralatoms sind ohne das Kristallfeld Basisfunktio-
nen zu irreduziblen Darstellungen der Gruppe O(3).
Diese irreduziblen Darstellungen sind allerdings redu-
zibel in kubischer Symmetrie (Op). Mit GTAngular-
MomentumChars werden die Charaktere der (2] + 1)-
dimensionalen Darstellungen fiir die s, p, d Wellenfunk-
tionen mit den Drehimpulsquantenzahlen [ = 1,2,3
bestimmt. Die Darstellungsmatrizen entsprechen gerade
den Matrizen Dﬁn,m aus der vorhergehenden Diskussi-
on. Die Ausreduktion erfolgt mit GTIrep. Die fiinfdi-
mensionale Darstellung (auch fiinffache Entartung des
Energieniveaus) der d-Elektronen spaltet somit in eine
zweidimensionale und eine dreidimensionale Darstel-
lung (T24PE,) auf. Die siebendimensionale Darstellung
der f-Elektronen zerfillt in zwei dreidimensionale Dar-
stellungen und eine eindimensionale Darstellung. Der
Output von GTIrep entspricht dabei der in der Physik
iblichen Mullikennotation.

Elektronenstruktur von Graphen

Im Jahre 2010 erhielten Gleim und Novoselov den No-
belpreis fiir ihre Untersuchungen an Graphen, einer
zweidimensionalen Kohlenstoffmodifikation mit bie-
nenwabenartiger Struktur. Spezielle elektronische Ei-
genschaften dieses Materials konnen in einem Tight-
Binding Modell [11] gut erklédrt werden. In diesem Mo-
dell sind die Elektronen stark an den Atomen lokalisiert.
Durch diese Annahme kann die Schrodinger-Gleichung
in Matrix-Form formuliert werden. Matrizen fiir solche
Tight-Binding Modelle lassen sich mit GTPack auto-
matisch erzeugen.

Honeycomb Lattice

Out[20]=

Abbildung 6: Struktur von Graphen. Die 2
Kohlenstoffatome in der Basis sind mit C1 und C2
bezeichnet

Abb. 6 zeigt die Struktur von Graphen. Mit den
Befehlen GTCluster, GTShells (s. Abb. 7) wird
die Struktur aufgebaut und es werden die Nach-
barschaftsverhiltnisse analysiert. Die Liste hcp ent-
hilt dabei die Strukturinformationen, die aus der
Datenbank GTPack.struc geladen werden. Aus-
gehend von der Strukturinformation und Informa-
tionen iiber die pro Atom zu beriicksichtigenden
Orbitale (ham[[1,1]] in Abb. 7) kann man die
Schrodinger-Gleichung in Matrixform gewinnen.

cl = GTCluster[hcp, 6, GOLattice » {a ->1}];
bas = hcp[[7]] /. {a~>1};
shells = {2, 2};

85 atoms

lat = GTShells[cl, bas, shells, GOVerbose - True,
GOTbLattice » {{"Cl,c1", {2}}, {"C2,c2", {2}},
{"ci,c2", {1}}},
GOPosition » "Relative"];

Atoms dist
{icz, 33} [ V3
{{c1, 333 | V3

Basis |dist
@i 1
C2 1

Atoms
{{c1, 6}}
{{c2, 6}}

no4= bas = {{"C1", {0, 1}}, {"c2", {0, 1}}};
hamc = GTTbHamiltonian[bas, lat];

injgs}= GTHamiltonianPlot [hamc, bas]

outl9s}=

infi10)= ham = {{hamc[[3, 3]], hamc[[3, 7]]},
{hamc[[7, 3]], hamc[[7, 71]}};
ham[[1, 1]]

outtit= 2 (2 Cos[3 1] Cos[+/3 n&| +Cos[2+/3 &) (ppm)§ + (pP0)?

Abbildung 7: Aufstellung des tight-binding
Hamiltonians fiir Graphen.

GTHamiltonianPlot zeigt die Struktur der entste-
henden Matrix aus der die Energieeigenwerte berech-
net werden. Man erkennt, dass die p,-Orbitale ent-
koppeln und diese Energiewerte aus einem 2 X 2-
Eigenwertproblem berechnet werden konnen. Dieses
Eigenwertproblem liefert 2 Energiebénder E(k), die in
Abb. 8 dargestellt sind. In analoger Weise konnen die
anderen 6 Binder generiert werden.

Abbildung 8: Bandstruktur E(k) von Graphen in
Abhdingigkeit vom Vektor k = (k, k) in der
BRILLOUIN Zone. Die Biinder zeigen lineares
Verhalten an den 6 Dirac-Punkten.

Zusammenfassung

GTPack stellt ein Paket dar, welches gruppenthoreti-
sche Algorithmen mit der Analyse von Modellsystemen
der Festkorperphysik verbindet. Damit kann die Anwen-
dung von Gruppentheorie in der Physik in der Lehre
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besser demonstriert werden. Weiterhin kénnen Ergeb-
nisse, die mit komplexen ab initio Codes, basierend auf
der Dichtefunktionaltheorie, erzielt werden, analysiert
und interpretiert werden.
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Superstringtheorie und elliptische Kurven
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Zusammenfassung

Seit der Entdeckung der Stringtheorie wer-
den durch diese regelméBig Querverbindungen
zwischen Themengebieten der reinen Mathe-
matik und physikalischen Fragestellungen ent-
deckt. In diesem Beitrag diskutieren wir Aspek-
te elliptischer Kurven, die relevant fiir das Stu-
dium von Stringkompaktifizierungen sind.

Physikalische Motivation

Trotz des liberwiltigenden Erfolgs des Standardmo-
dells in der Beschreibung der elektroschwachen und
der starken Wechselwirkung existiert bis heute keine
experimentell iiberpriifte Theorie, die das Standardmo-
dell mit Einsteins allgemeiner Relativitétstheorie ver-
eint. Dies ist unter anderem der grofen Disparanz
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der relevanten physikalischen Skalen geschuldet: Quan-
teneffekte in Gravitationstheorien werden relevant in
Prozessen, die bei Energien nahe der Planckenergie
von Epignet ~ 1019 GeV stattfinden, wihrend mo-
derne Teilchenbeschleuniger Schwerpunktenergien von
Ermc ~ 10* GeV erreichen. Dennoch gibt es einen
Kandidaten, der Eichtheorien, die Bausteine des Stan-
dardmodells, mit der allgemeinen Relevativititstheorie
vereint: Die Superstringtheorie.

Im Rahmen der Superstringtheorie wird das Kon-
zept des nulldimensionalen Punktteilchens ersetzt
durch ausgedehnte eindimensionale Objekte, sogenann-
te Strings. Bei Energien, die deutlich kleiner sind als die
Stringskala, reproduzieren solche Strings dann das Teil-
chenspektrum von Eichtheorien und Gravitation. Aus
internen Konsistenzgriinden miissen diese Strings je-
doch in einer Welt mit zehn Raumzeitdimensionen exis-
tieren. Um dies in Verbindung mit unseren Beobach-
tungen zu bringen, ist es daher notwendig, sechs die-



